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1.
a) On consid̀ere queL = L1 ∩L2 avecL1 = (aa)⋆ etL2 = (aaa)⋆(a+ aa). On construit un automateA1 pour
reconnâıtreL1 puis un automateA2 pour reconnâıtreL2 :

δA1
a

↔ 0 1
1 0

δA2
a

→ 1 2
← 2 3
← 3 1

Et un automate produit pour reconnaı̂tre l’intersection :

δA1×A2
a

→ 01 12
12 03

← 03 11
11 02

← 02 13
13 01

renuḿerot́e

δ a

→ 0 1
1 2

← 2 3
3 4

← 4 5
5 0

d’où le syst̀eme :
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

Z0 = Z5a + ε

Z1 = Z0a

Z2 = Z1a

Z3 = Z2a

Z4 = Z3a

Z5 = Z4a

D’où Z0 = Z4aa + ε, Z2 = Z0aa etZ4 = Z2aa. Nous pouvons remarquer que cela correspondà l’automate :
obtenu par substitution deaa à la place dua.
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La suite des substitutions donne :Z0 = Z0a
6 + ε, Z2 = Z0a

2 etZ4 = Z0a
4. Ainsi nous obtenons la solution :

Z0 = (a6)⋆, Z2 = (a6)⋆a2 etZ4 = (a6)⋆a4 d’où L = (aaaaaa)⋆(aa + aaaa).
Nous aurions pu d́eduire cette expression par la substitution dans deaa à a dans l’expression rationnelle du
deuxìeme langage.
Une autre manière de proćeder est :

L1 = (aa)⋆ = {ai : i ≡ 0 mod 2} = {ai : i ≡ 0, 2 ou4 mod 6}
L2 = (aaa)⋆(a + aa) = {ai : i ≡ 1 ou2 mod 3} = {ai : i ≡ 1, 2, 4 ou5 mod 6}
L1 ∩ L2 = {ai : i ≡ 2 ou4 mod 6} = (aaaaaa)⋆(aa + aaaa)

b) On proc̀ede de manière analoguèa l’exercice pŕećedent : SoitA1 un automate qui reconnaı̂t L1 = (0 + 11)⋆

etA2 qui reconnâıt L2 = (01 + 10)⋆.
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δA1
0 1

↔ 0 0 1
1 − 0

δA2
0 1

↔ 1 2 3
2 − 1
3 1 −

L’automate produit correspondant (et sa renumérotation) est :

δA1×A2
0 1 nouveau no

↔ 01 02 13 0
02 − 11 1
13 − − 2
11 − 03 3
03 01 − 4

renuḿerot́e :

δ 0 1
↔ 0 1 2

1 − 3
2 − −
3 − 4
4 0 −

syst̀eme :
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

Z0 = Z40 + ε

Z1 = Z00
Z2 = Z01
Z3 = Z11
Z4 = Z31
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Nous obtenons doncZ0 = Z00110 + ε⇒ Z0 = (0110)⋆. DoncL = (0110)⋆.
c) On reconnâıt ici les deux langages de l’exercice préćedent. La diff́erence est qu’au lieu de faire l’intersection,
on effectue une diff́erence ensembliste i.e. on s’intéresse aux mots deL1 qui ne sont pas dansL2, autrement
dit aux mots qui sont̀a la fois dansL1 et dans le complémentaire deL2.
On construit donc un automate qui reconnaı̂t LC

2
déduit deA2 de l’exercice pŕećedent d̂ument compĺet́e :

δAC
2

0 1

→ 1 2 3
← 2 4 1
← 3 1 4
← 4 4 4

L’automate produit est alors :

δA1×A2
0 1

→ 01 02 13 0
← 02 04 11 1

13 − 04 2
← 04 04 14 3

11 − 03 4
14 − 04 5

← 03 01 14 6

renuḿerot́e

δ 0 1
→ 0 1 2
← 1 3 4

2 − 3
← 3 3 5

4 − 6
5 − 3

← 6 0 5

d’où le syst̀eme :
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





Z0 = Z60 + ε

Z1 = Z00
Z2 = Z01
Z3 = Z10 + Z21 + Z30 + Z51
Z4 = Z11
Z5 = Z31 + Z61
Z6 = Z41

On obtient :






Z1 = Z600 + 0
Z3 = Z10 + Z3(0 + 11) + Z6(011 + 11) + 11
Z6 = Z111

⇒







Z1 = Z11100 + 0 = 0(1100)⋆ = (0110)⋆0
Z3 = Z3(0 + 11) + Z1(0 + 11011 + 1111) + 11
Z6 = (0110)⋆011

Ainsi nous avonsZ3 = [(0110)⋆(00 + 011011 + 01111) + 11](0 + 11)⋆
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Ce qui donne l’expression rationnelle correspondant au langage :

L = [(0110)⋆(00 + 011011 + 01111) + 11](0 + 11)⋆ + (0110)⋆0 + (0110)⋆011

Cette expression peutêtre simplifíee, car si on noteT = 0110 nous avons :

T ⋆(00+T11+01111)+11 = T ⋆(00+01111)+(T ⋆T11+11) = T ⋆(00+01111)+T ⋆11 = T ⋆(00+11+01111)

et nous obtenons :
L = (0110)⋆[(11 + 00 + 01111)(0 + 11)⋆ + 0 + 011]

En minimisant, on constate que lesétats 2 et 5 sont́equivalents. On peut donc les fusionner.
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