ASD 2
Algorithmique et Structure de Données

Marc Gaétano

gaetano@polytech.unice.fr

Polytech’Nice-Sophia
Département Sciences Informatiques
930 route des Colles
06903 Sophia Antipolis - France



Les arbres de recherche

e Dictionnaires
e Arbres binaires de recherche
e Arbres AVL
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Dictionnaire : objets a clef L

Un objet composite dont un des attributs est la clef

@ ObjetAClef (Object info, int clef) fabrique
un objet a clef contenant I'information info et de clef k

@ Object info () : retourne l'information contenue
dans un objet a clef

e int clef () :retourne la clef d’'un objet a clef

Deux objets a clef distincts peuvent avoir la méme clef

=
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Dictionnaire : définition

Une structure de données contenant des objets a
clef qui supporte les opérations

@ void ajouter (ObjetAClef x) : ajoute I'objet a
clef x dans le dictionnaire

@ ObjetAClef rechercher (int k) : retourne l'objet
a clef de clef k du dictionaire

@ void supprimer (int k) : supprime l'objet a clef
de clef k du dictionnaire

=
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Dictionnaire : définition L

Cas particuliers

@ void ajouter (ObjetAClef x) : Siun objetde
méme clef que x est déja présent dans le dictionnaire,
ne fait rien

@ ObjetAClef rechercher (int k) : Sl aucun objet
de clef kx n'est dans le dictionnaire, retourne null

@ void supprimer (int k) : siaucun objet de clef k
n’est dans le dictionnaire, ne fait rien

=

ASD 2 — p.4/39



Dictionnaire : implémentation L

Plusieurs implémentations possibles

e tableau trié
@ arbre binaire de recherche

e arbre equilibre :
o arbre AVL

o arbre 2-3-4 (ou arbre rouge et noir)

e table de hachage

=
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Tableau trié : présentation

Caracteristiques

@ Mmise en oceuvre tres simple mais taille statique

e recherche dichotomique

e idéal sile nombre d’'ajouts et de suppressions est faible

Performances
opération meilleur des cas | pire des cas | cas moyen
ajouter O(lgn) O(n) O(n)
supprimer O(lgn) O(n) O(n)
rechercher O(1) O(gn) O(gn)
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ABR : définition L

A est un Arbre Binaire de Recherche (ABR)

e A contient des objets a clefs

e A verifie la propriétée P :

(A =1, ou bien
P(A) <= ¢ P(g(A)),P(d(A)), etVg € g(A)),d € d(A)
clef(g) < clef(r(A)) < clef(d)

\

ou g(A), d(A) et r(A) sont resp. le sous-arbre gauche,
le sous-arbre droit et la racine de 'arbre A
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ABR : exemples

Propriété globale et non locale

ABR non ABR !
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ABR : exemples

Cas particuliers

ABR filaire (dégénéré) ABR complet

=
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ABR : recherche L

Exemple : recherche des objets de clef 14 et 30

Recherche positive Recherche négative

=
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ABR : ajout L

Similaire a une recherche négative

Recherche négative Ajout d'une feuille

=
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ABR : suppression

Suppression d’une feuille (nceud de degreé 0)

Recherche de la feuille de
racine 'objet a supprimer

=

Suppression de la feuille
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ABR : suppression

Suppression d’'un nceud interne (nceud de degreé 1)

Remplacement du nceud

Recherche du noeud de .
par son unique

racine I'objet a supprimer
L J PP sous-arbre
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ABR : suppression

Suppression d’'un nceud de degre 2

e revient a supprimer la racine d’'un sous-arbre A

e on remplace la racine de A par (au choix) :
o le maximum du sous-arbre gauche de A
o le minimum du sous-arbre droit de A

@ 0on supprime ce maximum dans le sous-arbre gauche
de A ou ce minimum dans le sous-arbre droit de A :
a c’est la suppression d’'un nceud de degré au plus 1

=
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ABR : suppression

Suppression de la racine d’un arbre de degreé 2

)

Remplacement de la
racine par le maximum du
L sous-arbre gauche

Suppression du
maximum du sous-arbre
gauche
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ABR : suppression

Suppression de la racine d’un arbre de degreé 2

W A

Remplacement de la Suppression du minimum
racine par le minimum du du sous-arbre droit
L sous-arbre droit
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ABR : suppression

Exemple

Remplacement de la Suppression du
racine par le maximum du maximum du sous-arbre
sous-arbre gauche gauche

=
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ABR : complexité

Complexité proportionnelle a la hauteur » de ’'ABR
de taille »

e casdegénére:h=n-—1

e casidéal: h=Ig(n+1)—1 /<>\

e cas moyen :
calculer la hauteur moyenne d’'un ABR
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ABR : complexité

Définitions
[(A), la longueur de cheminement externe d’un arbre
binaire A (f désigne une feuille) :

I(A) = n(f)

feA

h(A), la hauteur moyenne d’un arbre binaire A :

R(A) = %Z(A)

Lavec p la profondeur et ¢ le nombre de feuilles dans A
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ABR : complexité

Arbre binaire compléteé

.

A un arbre binaire Ac son complété

|A| = n = Ac posséde n + 1 nceuds vides
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ABR : complexité L

Complexité en moyenne

Soit A un ABR et Ac son complété. h(Aq), la hauteur

moyenne de Aq correspond a la complexite en
moyenne :

e d'un ajout dans A
e d'une recherche negative dans A
a d’'une suppression d’'un éléement inexistant dans A

— c’est une borne de la complexité de ces méethodes

=
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ABR : complexité en moyenne L

On considere A;., 'ensemble des ABR obtenus par

toutes les séquences d’ajouts successifs de k éléments
de clefs distinctes dans un ABR vide. On cherche h;, la
moyenne des hauteurs moyennes de Aq pour A € Ay, :

— 1
VA € Ay, h(Ac) = WZ(AC)

1
:—'Z
Ac A,

[(Ao)
VZ ¢
AEAkk+1 k+ dea,
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ABR : complexité en moyenne L

Relation entre A, et A;,_;

Tout arbre A/ € A, est obtenu par 'ajout d’'un nouvel
élément x a un arbre A’ ¢ A;_;. Soit f le nceud vide de

A’ sur lequel est réalisé I'ajout de « pour obtenir A/ :

A A’c A
Ajout de x

—
e o

(ALY = U(A'G) — p(f) +2(p(f) + 1) = U(A'C) + p(f) +2

=

Cc
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ABR : complexité en moyenne L

Calcul de 1, par récurrence

" "” I 2 (Ae) - k+) > (Y UAp) =

A A A'€Ax-1 feAc

(ki) > (D [UA) +p(f)+2]) =

A’ EAk 1 fEAC

(kil)![l{ Z Z(A/C)+ Z Z(A/C)—|—2/€(k—1)!]

Ale Ay 1 A'€AL_4

=
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ABR : complexité en moyenne

Calcul de /;, par récurrence (suite)

1

hk:(kﬂ)

![Qk(k—l)!+(/~c+1) > U(A¢) ]
A€ Ak

ASD 2 — p.25/39



ABR : complexité en moyenne L

Calcul de /;, par récurrence (fin)

S T S R A
T L A A L A
h —1+2(1+1+ + 1 )=2H 2
k — 3 1 k—l—l — k+1

ol H,=1+1+14+14+ . +1estlen-iéme nombre
harmonique (H,, = In(n) + O(1))

—> hj, ~ lg(k) pour k assez grand

=
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ABR : synthese L

Caracteristiques

e mise en ceuvre simple et taille dynamique

e la complexité de toutes les opérations est
proportionnelle a la hauteur de I'arbre :
o O(lgn) sil'arbre est equilibre
o O(n) sil'arbre est filaire

e O(lgn) en moyenne si I'arbre est construit par ajouts
successifs a partir de I'arbre vide

=
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AVL : arbres H-équilibrés L

Définition
A est H-équilibré < |h(g(A")) — h(d(A")] < 1

pour tout A’ sous-arbre de A, et ou g(X), d(X) et h(X)
sont resp. le sous-arbre gauche, le sous-arbre droit et la
hauteur de l'arbre X

Propriété
Pour tout arbre H-équilibré de taille n et de hauteur h :

lgin+1) <h+1<1,441g(n + 2)

=
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AVL : arbres H-équilibrés L

Preuve

Etant donné un arbre H-équilibré de taille n et de hauteur
h > 1, pour h fixé, n est

e maximum : quand l'arbre est complet, soit quand
n=2""_1—=n+1<2"M —=lgn+1)<h+1

e minimum : quand n = N(h) ou N(h) est la taille d’'un
arbre H-équilibré de hauteur h qui a le moins
d'éléments.

=
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AVL : arbres H-équilibrés L

Calcul de N(h)

) =1+
N(0) =1, N(
@ siF(h)=N(h)+1ona F(h)=F(h—1)+ F(h—2)
avec F'(0)=2,F(1) =3

e F' est une récurrence de Fibonacci qui a pour solution

F(h) = (¢h+3—$h+3) avec ¢ = 1 +2\/5 et ¢ = 1 _2\/5

V5
=
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AVL : arbres H-équilibrés L

Majoration de

@ oOna
—h—+3

@ ce qui donne

1
V5

—h-+3

n_|_12 (¢h—l—3_¢

)

e qui conduit a

L h+1<1,441g(n + 2)
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AVL : définition L

Inventés par Adelson-Velskii et Landis en 1960

e Aestun AVL <= A est un ABR H-équilibré
e l'arbre vide est AVL

e Si A est AVL, il peut toujours le rester apres :
a un ajout
e une suppression

e eventuellement en modifiant 'ABR obtenu par rotation
de certains sous-arbres
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AVL : exemples

Ajout

o =

Suppression

/x@

- E/Eﬁ\@

> A




AVL : ajout L

Désequilibre a gauche (et le symeétrique a droite)
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AVL : ajout L

Cas 1 : une rotation droite (et symétrique gauche)
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AVL : ajout

Cas 1 (gauche) : exemple

=
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AVL : ajout L

Cas 2 : deux rotations gauche-droite (et symetrique
droite-gauche)
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AVL : ajout L

Cas 2 (gauche-droite) : exemple

A C

émx3$fzgx

Yd
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AVL : synthese

Caracteristiques

Q

Q

mise en ceuvre simple (ABR + rotations)

la complexité de toutes les opérations est
proportionnelle a la hauteur de I'arbre qui reste en
©(lgn) avec une faible constante

un ajout entraine au plus une rotation

une suppression peut entrainer jusqu’a 1,51gn
rotations
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